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An Isoperimetric Inequality for Eigenvalues of the Stekloff Problem

Let W be a bounded smooth domain in Rn and let 0 ¼ l1 � l2 � . . . denote the eigenvalues of the Stekloff problem:

Du ¼ 0 in W and ð@uÞ=ð@nÞ ¼ lu on @W. We show that
Pnþ1

i¼2

l�1
i � n=l*2, where l*2 denotes the second eigenvalue of the

Stekloff problem in a ball having the same measure as W. The proof is based on a weighted isoperimetric inequality.
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1. This short note is concerned with the eigenvalue problem of Stekloff (see [47]):

Du ¼ 0 in W ; ð1Þ
@u

@n
¼ lqu on @W ðn : exterior normalÞ ; ð2Þ

where W is a bounded domain in Rn with Lipschitz boundary and q 2 L1ð@WÞ is given and nonnegative. Note that
(1), (2) describes the stationary heat distribution in a body W whose flux through @W is proportional to the tempera-
ture on @W. In two dimensions, it can also be interpreted as a membrane with whole mass concentrated on the bound-
ary. The properties (i) and (ii) below are well-known (see e.g. [1], pp. 95––103):

(i) There exist infinitely many eigenvalues l1 � l2 � . . . and corresponding eigenfunctions u1; u2; . . . of problem (1),
(2). In particular, l1 ¼ 0, u1 ¼ const 6¼ 0, so that l2 is the first nontrivial eigenvalue.

(ii) There holds the following variational characterization:

li � liðWÞ ¼ min

Ð
W

jrvj2 dx
Ð
@W

qv2 dS
: v 2 W 1; 2ðWÞ;

ð
@W

qvuj dS ¼ 0 for j ¼ 1; . . . ; i� 1

8><
>:

9>=
>;; i ¼ 2; 3; . . . :

Furthermore, an easy calculation shows:
(iii) If W ¼ BR � fx 2 Rn : jxj < Rg and q � 1, then l2 has multiplicity n with eigenfunctions xi; i ¼ 1; . . . ; n; and

l2 ¼ 1=R.

Let M ¼
Ð
@W

q dS, the ‘total mass’ of @W. Using conformal mapping, Weinstock [7] has proved the following

isoperimetric inequality: For all two-dimensional simply connected domains with analytic boundary of assigned total
mass M, the circle yields the maximum value of l2, that is,

l2ðWÞ � 2p=M : ð3Þ

Later on, Hersch and Payne [3] observed that Weinstock’s proof actually gives the sharper isoperimetric result

1

l2ðWÞ þ
1

l3ðWÞ �
M

p
: ð4Þ

2. Our aim is to generalize (4) to arbitrary dimensions. Let mðWÞ denote the n-dimensional Lebesgue measure of
W and wn ¼ mðB1Þ. We prove

Theorem 1: Let mðBRÞ ¼ mðWÞ, and suppose that q > 0 on @W. Then

Pnþ1

i¼2

1

liðWÞ � nR>qq ; ð5Þ

where >qq is given by

>qq :¼ nwnR
n�1Ð

@W

ð1=qÞ dS : ð6Þ

The equality sign in (5) is attained if W is a ball and if q is constant on @W.

For the proof we need the following weighted isoperimetric inequality (see [2]):
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Lemma 2: Let W and BR be as in Theorem 1. Furthermore, let f 2 Cð½0;þ1ÞÞ be nonnegative, nondecreasing
and suppose that

ðfðz1=nÞ � fð0ÞÞ z1�ð1=nÞ ; z � 0 ; ð7Þ

is convex. ThenÐ
@W

fðjxjÞ dS �
Ð

@BR

fðjxjÞ dS ¼ nwnfðRÞRn�1 : ð8Þ

Note that (7) is satisfied, for instance, if fðtÞ ¼ tp; ðt � 0Þ, for some p � 1.

P r o o f of Theorem 1: There holds the following characterization for the inverse trace of eigenvalues (see for
instance [1], p. 99):

Pkþl

i¼k

1

liðWÞ ¼ max
Pkþl

i¼k

ð
@W

qv2
i dS : vi 2 W 1; 2ðWÞ;

ð
W

rvirvj dx ¼ dij;

ð
W

rvirum dx ¼ 0;

8<
:
ð
@W

qvi dS ¼ 0; for i; j ¼ k; . . . ; kþ l; m ¼ 1; . . . ; k� 1

9=
; ; k; l 2 N; k � 2 : ð9Þ

Note that (9) follows easily from (ii). Without lost of generality we may assume thatÐ
@W

qxi dS ¼ 0 ; i ¼ 1; . . . ; n : ð10Þ

Choosing k ¼ 2, l ¼ n� 1, and viðxÞ ¼ ðmðWÞÞ�1=2 xi�1, i ¼ 2; . . . ; nþ 1; in (9), we arrive at

Pnþ1

i¼2

1

liðWÞ �
1

mðWÞ
Pnþ1

i¼2

ð
@W

qx2
i dS ¼ 1

mðWÞ

ð
@W

qjxj2 dS :

Using Lemma 1 and Cauchy’s inequality, this yields

Pnþ1

i¼2

1

liðWÞ �
1

mðWÞ

Ð
@W

jxj dS
� �2

Ð
@W

ð1=qÞ dS � n2wnR
nÐ

@W

ð1=qÞ dS ¼ nR>qq :

Finally, if W is a ball and if q is constant on @W, then the classical isoperimetric inequalityÐ
@W

dS � nwnR
n�1 ð11Þ

yields q � >qq, so that we have equality in (5) by (iii).
If q is constant, then a slight modification of the proof of Theorem 1 leads to the following

Theorem 3: Let W and BR be as in Theorem 1, and let q � 1. Then

Pnþ1

i¼2

1

liðWÞ � nR ¼ n

l2ðBRÞ
: ð12Þ

P r o o f : Proceeding as in the proof of Theorem 1, we arrive at

Pnþ1

i¼2

1

liðWÞ �
1

mðWÞ

ð
@W

jxj2 dS ;

and this yields, using Lemma 1 and (iii),

Pnþ1

i¼2

1

liðWÞ �
1

mðWÞ nwnR
nþ1 ¼ nR ¼ n

l2ðBRÞ
:

Note that, if q � 1, then >qq � 1 by (11), so that (12) is sharper than (5) in this case.

3. Next we compare our results with (4).
Let n ¼ 2. Then Cauchy’s inequality and (11) yield

M

p
¼ 1

p

ð
@W

q dS � 1

p

Ð
@W

dS
� �2

Ð
@W

ð1=qÞ dS ¼ >qq

2p2R

ð
@W

dS

0
@

1
A

2

� 2R>qq :

&

&
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Furthermore, if q � 1, then we have by (11),

M

p
¼

Ð
@W

dS

p
� 2R :

Thus, Payne and Hersch’s estimate (4) is sharper than our results in the two-dimensional case. This suggests that
Theorem 1 and 2 are also not optimal for n � 3.

4. Let 0 ¼ m1 < m2 � . . . denote the eigenvalues of the Neumann problem

� Du ¼ mu in W ;

@u

@n
¼ 0 on @W : ð14Þ

It would be interesting to know wether there holds an inequality analogous to (5), namely

Pnþ1

i¼2

1

miðWÞ �
n

m2ðBRÞ
: ð15Þ

This is known to be true for n ¼ 2 (see [6], p. 634 and [5]). But the proof of this result is based on conformal mapping
and cannot be transferred to higher dimensions.
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BOOK REVIEW

Meskouris, K.; Hake, E.: S t a t i s t i k d e r S t a b t r a g -
w e r k e. Einf€uuhrung in die Tragwerkstheorie. Berlin et al.,
Springer-Verlag 1999. XV, 294 pp. DM 59,00, €ooS 431.00, sFr 54.00,
£ 22.50, $ 33.75; ISBN 3-540-66136-0 (Springer-Lehrbuch)

Auch wenn bei der Auslegung von Bauwerken in zunehmen-
dem MaMe Computerprogramme eingesetzt werden, ist doch f€uur
alle Tragwerksplaner eine ausreichende Kenntnis der klassischen
Stabstatik von fundamentaler Bedeutung. Vor allem, wenn es
darum geht, ein eigenes Gef€uuhl f€uur das Tragverhalten von Bau-
werken zu entwickeln oder Computerergebnisse zu €uuberpr€uufen,
ist die Beherrschung der Grundlagen und die F€aahigkeit, Berech-
nungen auch manuell durchf€uuhren zu k€oonnen, unerl€aasslich.

Das vorliegende Lehrbuch beschreibt in €uubersichtlicher Weise
die wichtigsten Zusammenh€aange der Stabstatik sowie die bedeu-
tendsten klassischen L€oosungsverfahren.

Aufbauend auf die Grundlagen der Mechanik werden zun€aachst
die wesentlichen Gr€ooMen in der Statik erl€aautert und wichtige De-
finitionen zusammengestellt. Es folgen einige Ausf€uuhrungen zum
Aufbau von Stabtragwerken und die Einf€uuhrung der g€aangigsten
Methoden zur Ermittlung von Kraftgr€ooMen.

Mit Hilfe dieser allgemeinen Zusammenh€aange wird das Trag-
verhalten verschiedener statisch bestimmter Stabwerke, einschlieM-
lich Fachwerke, diskutiert und f€uur repr€aasentative Beispiele vor
allem die Ermittlung von Schnittgr€ooMen ausf€uuhrlich behandelt.
Es folgt die Darstellung von Verfahren zur Berechnung der Ver-
formung an einzelnen Tragwerkspunkten sowie der Biegelinie.
Die Ausf€uuhrungen werden durch vereinzelt abgedruckte Tabellen
erg€aanzt, die f€uur den Leser auch bei der L€oosung eigener Aufgaben-
stellungen hilfreich sind. Mit der Berechnung von Einflusslinien
wird die Betrachtung statisch bestimmter Systeme abgeschlossen.

Im letzten Drittel des Buches widmen sich die Autoren der
Berechnung statisch unbestimmter Stabwerke. Es werden das
Kraftgr€ooMen- und das Drehwinkelverfahren eingehend behandelt
und deren Einsatz anhand von Zahlenbeispielen erl€aautert.

Einige Hilfstafeln im Anhang runden den Inhalt dieses Lehr-
buches ab.

Das Buch ist als Einf€uuhrung in die komplexen Zusammenh€aange
der Stabstatik zu sehen. Es ist vor allem Studierenden als Begle-
itbuch zur Statik-Vorlesung und zur Pr€uufungsvorbereitung sehr
zu empfehlen, da es die wichtigsten Berechnungsverfahren und
Vorgehensweisen enth€aalt und diese anhand von zahlreichen Beis-
pielen erl€aautert. Auch f€uur den in der Praxis t€aatigen Ingenieur
kann das Buch sehr hilfreich sein, wenn es darum geht, einzelne
Gebiete der Tragwerkslehre aufzufrischen.

Hamburg O. v. Estorff


